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Анотація. У статті викладена процедура 
прямого (раціонального) проектування плит. 
Наведений біоніко-енергетичний метод є ефек-
тивним інструментарієм формування образу 
конструкцій, що відрізняє його від згаданих 
вище результатів і, насамперед, за рахунок його 
фізичної прозорості. Важливим також є факт 
використання запропонованих технологій у ро-
бочому проектуванні й зведенні конструкцій, 
геометрія, а при необхідності й фізичні харак-
теристики яких, знайдені розрахунковим, а не 
інтуїтивним шляхом. 

У його основі лежать нові енергетичні 
принципи й алгоритми послідовної побудови 
геометричного й/або фізико-механічного «об-
разу» конструкції. На прикладі формування 
енергетично рівноміцних пластин показана по-
слідовність обчислювальних операцій методу.  

Рішення будується аналітично з метою пока-
зу нюансів необхідних операцій. Одночасно, на 
наведених прикладах, показано, що введені 
критерії оптимізації зумовлюють, в тому числі, 
мінімальний обсяг конструктивів, а також їх 
мінімальні прогини.    

Принциповим елементом підходу є викорис-
тання нового критерію граничного стану, що 
забезпечує оцінку напруженості елемента. При 
цьому, враховуються властивості матеріалу й 
вид напружено-деформованого стану.  

Отримані аналітичні рішення використані як 
контрольні тести для загальної обчислювальної 
процедури методу. У зв'язку із чим, у статті 
наведені результати аналітичного й чисельного 
розв'язку. Ефективність обчислювальної про-
цедури підтверджена швидкістю її збіжності і 
мінімальним розходженням геометричних па-
раметрів (топології) конструкції з тест-

прикладами.  Технологічна послідовність обчи-
слювальних операцій методу завершена побу 
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довою елементів (плит) із простою зовнішньою 
й складною внутрішньою геометрією, що воло-
діють цілим набором позитивних властивостей, 
таких як мінімальна витрата матеріалу при фік-
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ВСТУП 

Розглядається завдання побудови внут-
рішньої геометрії залізобетонної прямокут-
ної пластини мінімальної ваги (Рис.1). 

Рис.1. Прямокутна пластина. 
Fig.1. Rectangular plate. 

Алгоритм використовує ідеологію фор-
мування енергетично рівноміцного елемен-
та відповідно до методу, запропонованого в 
[1,2]. 

Гіпотези й допущення: 
1. Основні атрибути пластини (геомет-

ричні й фізико-механічні) задовольняють 
обмеженням теорії тонких пластин; 

2. Крайові умови ухвалюються 4-х ти-
пів: шарнірне обпирання по контуру; дві 
протилежні сторони пластини шарнірно 
обперті, а дві інші затиснені; вигин пласти-
ни моментами, прикладеними до двом про-
тилежним сторонам; чистий вигин пласти-
ни. 

3. Раціональною вважається пластина,
у кожній точці поверхні якої щільність по-
тенційної енергії деформацій (ЩПЕД) пос-
тійна й рівна нормованої; 

4. Геометрія пластини формується у
вигляді елемента зі східчасто змінною тов-
щиною; 

5. Навантаження – рівномірно розподі-
лене. 

Слід зазначити, що гіпотези 2 і 5 не зме-
ншують область використання отриманих 
рішень, тому що вони (рішення) легко уза-
гальнюються на випадок інших умов обпи-
рання й навантаження. 

МЕТА ТА ЗАВДАННЯ ДОСЛІДЖЕННЯ 

Метою роботи є одержання аналітичного 
й чисельного розв'язків завдання прямого 

проектування згинаних елементів (плас-
тин), результат яких представлений у ви-
гляді геометричного «образу» конструкцій. 
Тут, у відмінності від традиційного переві-
рочного підходу, постулюється варіант по-
становки й розв'язку завдання топологічної 
оптимізації. Відмінність використовуваної 
процедури полягає в прийнятті нових кри-
теріїв раціоналізації, що носять енергетич-
ний характер. Крім того, вирішено завдання 
надання конструкції вигляду порожнистого 
елемента з простою зовнішньою та склад-
ною (розрахунковою) внутрішньою геомет-
рією.  

ОСНОВНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ 

Наближене рішення будується в чисель-
но – аналітичній формі. На першому кроці 
алгоритму виконується скінцевоелементне 
моделювання пластини. При цьому, вважа-
ється припустимим ототожнення величини 
енергії деформацій у нескінченно малому 
елементі з енергією деформацій у скінце-
вому елементі (СЕ). Дане допущення базу-
ється на ідеології чисельного інтегрування 
(квадратурних формул Котеса). Потенційна 
енергія деформацій (ПЕД) у нескінченно 
малому пластинчастому елементі рівна [3]: 
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де V – потенційна енергія деформацій 
(ПЕД);  yxww ,  – прогин; 

 2

3

112 v

Eh
D


 – циліндрична жорсткість

пластини; Е – модуль деформацій 1-го ро-
ду; h  – товщина пластини; v  – коефіцієнт 
поперечної деформації. 

Відповідно до прийнятого положен-
ня величина ПЕД у СЕ приблизно предста-
вляється у вигляді: 
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yixi  ,  – жорсткістні атрибути і – го скінце-

вого елемента; ii vD ,  – розміри і – го кінце-

вого елемента в напрямку осей координат 
декартової системи Х и Y відповідно; 

 Ni ,1  – номер СЕ, N – кількість СЕ від-
повідно до сітки розбивки. 
Плита, обперта шарнірно по контуру. 

Запишемо рішення Навье для рівняння ви-
гину пластин (рівняння Софі Жермен [3], 
Рис. 2): 

Рис. 2. Прямокутна пластина, шарнірно обперта 
по контуру. 

Fig. 2. Rectangular plate, hinged along the contour. 
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де q0 – рівномірно розподілене по площі 
пластини навантаження. 

Продиференціював двічі (3) і підставля-
ючи отримані результати в (2) одержимо: 
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Вважаючи, що щільність потенційної 
енергії деформації (ЩПЕД) зберігає в СЕ 
постійне значення, розділивши (2) на вели-
чину обсягу СЕ, рівного yixii h   , з (4) 

одержимо: 
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де еі  – ЩПЕД в і – ом СЕ. 
З обліком прийнятої третьої гіпотези 

nii ee  (6) 

де ;uiin ee    ine  – нормоване значення 

ЩПЕД; uie
  

- граничне значення ЩПЕД;

 1;0  – статистично обґрунтований кое-
фіцієнт надійності.  

Якщо мова йде про формування просто-
рової конструкції, шляхом обґрунтованого 
призначення коефіцієнта надійності, можна 
передбачити послідовність виходу з ладу 
різних елементів системи. При цьому вели-
чина uie  ухвалюється відповідно до крите-

рію [1]: 
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тки) значення ЩПЕД для деформацій стис-
ку, розтягу й зрушення. 

При нелінійному (фізично) деформуван-
ні, величини парціальних ЩПЕД можна 
визначати безпосередньо за результатами 
відповідних експериментів, ухвалюючи для 
Еі  в (5) концепцію січного модуля. Дорів-
нюючи (5) і (7) визначаємо товщину hi  СЕ: 
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Застосовуючи (8) для кожного СЕ одер-
жуємо топологію пластини зі східчасто 
змінною товщиною.  

У випадку фізично нелінійного дефор-
мування товщина hi  в (8) визначається іте-
раційно шляхом послідовного уточнення Еі
й еni. Для інших, застережених  вище (гіпо-
теза 2) крайових умов, наведений підхід 
зберігає силу. При цьому, рішення, що вхо-
дять в (4) і (8) запозичені з [3]. 

Розрахунки плити, шарнірно обпертої по 
контуру, виконані у середовищі ПК «Ліра-
10.6», яка містить у собі блок енергетичних 
розрахунків і демонструються графічною 
інформацією, наведеною на Рис. 3. 

Рис. 3. Раціональна поверхня пластини, шарнірно обпертої по контуру: а – отримана  по [4]; б – отри-
мана по (8). 

Fig. 3. Rational surface of the plate hinged along the contour: a - obtained by [4]; b - obtained by (8). 

а. б. 
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Вигин пластини моментами, прикладе-
ними до двох протилежних сторін (Рис.4). 

Рис. 4. Прямокутна пластина, вигнута момен-
тами, прикладеними до двом протилеж-
ним сторонам, M0=const. 

Fig. 4. A rectangular plate curved by moments 
applied to two opposite sides, M0=const. 
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Чистий вигин пластини (Рис. 5). 

Рис. 5. Чистий вигин пластини: M0=const; a,b – 
геометричні розміри пластини. 

Fig. 5. Clean bending of the plate: M0=const; a, b - 
geometric dimensions of the plate. 

Як бачимо з (1), з обліком того, що  [3]: 
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Чисельний розрахунок пластини, демон-
струється графічною інформацією, пред-
ставленою на Рис. 7. 

Дві протилежні сторони пластини шар-
нірно обперті, а дві інші затиснені (Рис.6). 

Рис. 6. Дві протилежні сторони пластини шар-
нірно обперті, а дві   інші затиснені: q – 
рівномірно розподілене по площі пласти-
ни навантаження; a,b – геометричні роз-
міри пластини.  

Fig. 6. Two opposite sides of the plate are hinged, 
and the other two are clamped; a, b - 
geometric dimensions of the plate. 
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Рис. 7. Раціональна поверхня жорстко затисненої пластини: а – отримана по [4] ; б – отримана по (10). 
Fig. 7. Rational surface of the rigidly clamped plate: a - obtained by [4]; b - obtained by (10). 
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Чисельний розрахунки пластини, демон-
струється графічною інформацією, наведе-
ною на Рис. 8. 

а. 
б. 
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Рис. 8. Раціональна поверхня пластини  дві протилежні сторони якої шарнірно обперті, а дві   інші 
затиснені: а – отримана  по [4] ; б – отримана по (11) 

Fig. 8. Rational surface of the plate, two opposite sides of which are hinged, and the other two are clamped: a 
- obtained by [4]; b - obtained by (11)

Зіставлення отриманих рішень з рішен-
нями, наведеними в [4], які відповідають 
пластинам імаксимальної жорсткості, де-
монструє їх якісну погодженість.  

Знаючи поля розподілу товщини пластин 
(еталонне рішення) та при умові застосу-
вання конструктивної ідеології системи 
«Монофант», з'являється можливість ство-

рення пластин з простою або заданою зов-
нішньою геометрією й розрахунковою 
складною внутрішньою (Рис. 9) [5]. 

Далі слід здійснити перевірку виконання 
всіх обмежень завдання (остаточне рішен-
ня) і у випадку невиконання жодного з них, 
скорегувати рішення, використовуючи ви-
кладений тут підхід. 

Рис. 9. Пластина з простою зовнішньою й розрахунковою складною внутрішньою геометрією: а – ви-
падок вільного спирання; б – випадок змішаного спирання 

Fig. 9. Plate with a simple external and calculated complex internal geometry: a - the case of free support; 
b - the case of mixed support. 

ВИСНОВКИ ТА РЕКОМЕНДАЦІЇ 

Біоніко-енергетичний метод [2] є ефек-
тивним інструментарієм формування обра-
зу конструкцій (форма й зміст), що володі-
ють цілим набором позитивних властивос-

тей, таких як мінімальна витрата матеріалу 
при фіксованій жорскості  
(несуча здатність), або максимальна жорст-
кість при фіксованій витраті матеріалу. Ви-
кладений підхід в повній мірі може бути 
застосовано при визначенні конструктив-
них параметрів фундаментних плит. 

а. б. 
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Topological optimization of the plate 

Valery Shmukler, 
Olena Lugchenko, 

Ali Nazhem 

Summury. The paper provides the procedure of 
forward-engineering (intelligent) plate design. This 
technology is an exclusive modification of topo-
logical (bionic) optimization. It is based on the 
new energy principles and the algorithms for suc-
cessive construction of geometric and/or physical-
mechanical “pattern” of a structure.  

The sequence of computational operations of 
the method in question is illustrated on example of 
forming plate of energetically uniform strength.    

The solution is built analytically to show the 
nuances of the operations required. The decision of 
the future analytically helps to show the nuances of 
the necessary operations. At the same time, on the 
given supports, it is shown that the introduced op-
timization criteria determine, at the same time to-
gether, the minimum volume of constructs, and 
also their minimum deflections.  

A fundamental element of the given approach is 
the use of a new criterion for the limit state, which 
provides an estimate of the element’s stress. In this 
case, the properties of the material and the type of 
the stress and strain state are taken into account.  

The analytical solution obtained was used as a 
checkup test for the general computational proce-
dure of the method in question. In this connection, 
the paper features the results of analytical and nu-
merical solutions. The efficiency of the computa-
tional procedure is confirmed by the rate of its 
convergence and the minimal variation of geomet-
rical construction parameters (topology) with test 
cases. The technological sequence of computation-
al operations of the method in question is complet-
ed by the construction of elements (plate) with 
basic external and complex internal geometry, 
which provides a holistic set of positive power 
structures, such as minimum consumables in a 
fixed brutal state, or maximum weight in a fixed 
organization. 
Key words: rationality, density of potential de-
formation energy, energy balance, bionic-energy 
method, equivalence.  
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